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1. はじめに 
河川の流れは静水圧の仮定の下，水面形方程式によ
って表現することができる．しかし，実際には波状跳
水や波状段波のように波状の水面を形成する流れは流
線の曲率から生じる鉛直加速度の影響により，静水圧
の仮定を崩してしまう．そのため定在波を伴う水面形
は静水圧仮定の下では表現することができない．実際
の河川では多くの場合が非静水圧の流れ場であり，定
在波等の波が発生するため，水面からの流線の曲率や
河床の曲率による流線の曲率によって生じる鉛直加速
度を考慮する必要がある．そこで銭・山田は水路床の
非均一性に起因する流線の曲率による非静水圧の効果
を考慮し，波状跳水のような定在波を表現できる三階
微分の不等流の基礎式を導出し，開水路実験による検
証を行った．しかし，この基礎式では拡縮部のような
川幅の空間的変化による効果の詳細な議論をしていな
い．実河川では河床の凹凸部だけではなく川幅の変化
する拡縮部も存在しており，川幅の非一様性を考慮す
る必要がある．そこで本研究では非静水圧を考慮した
三階微分の不等流の基礎式に川幅の変化を考慮するこ
とで一般断面に適用できる基礎式に変換し，狭窄部を
設けた開水路実験による実験結果と数値計算の結果と
の比較を行うことで理論の合理性を検証した．また，
波状跳水のような定在波を伴う現象は定常な流れ場で
の現象であり，波状段波といった時間的な変化を伴う
現象を定常流れの式で表現することはできない．そこ
で銭・山田の理論の拡張として，非静水圧を考慮した
非定常流の式を導き，開水路実験による実験結果と数
値計算による結果の比較を行い，理論の合理性を検証
した．本研究は非静水圧の流れ場における定常・非定
常流れの水面形の基礎式の提案を目的とする． 
2.  基礎式の概要 
(1)   川幅の非一様性を考慮した不等流の基礎式 
 銭・山田は図-1に示す定在波による水面からの曲率
と図-2に示す河床の非一様性による流線の曲率から生じ
る二つの鉛直加速度に重力加速度を加えることにより
非静水圧を考慮した三階微分の不等流の式である式(1)
を導出した．式(1)を限界水深hcで無次元化すると，無次
元化した非静水圧を考慮した三階微分の不等流の式で
ある式(2)を得る．式(1)，式(2)の左辺第1項は分散，第2
項は拡散，第4項は底面の曲率の効果を表わしている．
式(1)，式(2)は左辺第1，2，4項の効果を考慮しなければ
一階微分の不等流の基礎式の式形になる． 
川幅が流下方向に非一様であると考えると(1)式は(3)
式になり，(3)式を限界水深hcで無次元化すると，無次元
化した川幅の変化を考慮した三階微分の不等流の式で
ある(4)式を得る． 
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(4) 
 (3)式，(4)式の左辺第5項は川幅の変化による効果を表
わしており，幅が一様の場合第5項の効果は無視できる． 
(2)   非静水圧を考慮した非定常流の基礎式 
非定常流の基礎式は式(5)に示す運動量方程式及び式
(6)に示す連続式である．この基礎式では流れの変化は
緩やかで，流線の曲がりは小さいと仮定する静水圧の
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(2) 
図-2 河床非一様性による流線の曲率 
図-1 波を伴う流れ場での流線の曲率 
   
 
仮定がなされている． 
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(6) 
式(5)の圧力項である右辺第2項に図-1，図-2にそれぞ
れ示す水面からの流線の曲率及び河床の非一様性によ
る流線の曲率の効果を加える．また，本研究で取り扱
う波状段波や波状跳水は乱流の流れ場で生じる現象で
あるため運動量の輸送は移流のみならず乱流拡散によ
る輸送が生じる．そこで乱流拡散による運動量の輸送
項を加える．以上より，非静水圧を考慮した非定常流
の式である式(7)を得る． 
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(7) 
右辺第1項は水面からの流線の曲率による鉛直加速度
と河床非均一性によって生じる非静水圧を考慮した圧
力項である．右辺第4項は乱流拡散による運動量の輸送
項であり，運動量の輸送はある点における水深の勾配
に比例するとした．kは拡散係数であり，銭・山田が波
状跳水を対象に用いたk=a(Fr-1)の式形を用い，aは実験
値との比較から0.01~1程度とした． 
3. 実験概要 
導いた基礎式の合理性を検証するために開水路実験
を行った．導いた式は定常状態を取り扱う式(4)と非定
常状態を取り扱う式(7)であり，開水路実験も定常のも
のと非定常のものをそれぞれ行った．どちらの実験に
も全長8m,幅60cmで勾配を変えることのできる固定床開
水路を用いた． 
(1)   定常状態での開水路実験の概要 
実験方法は図-3に示すような約40cmにわたり最小通水
幅が約20cmになる狭窄部を開水路下流端から2mの地点
になるように設置し，波状跳水を遡上させ遡上が終わ
り定常状態となったときに水路中央部にて縦断的に水
深はサーボ式波高計，流速はピトー管をそれぞれ用い
て計測を行った．勾配と狭窄部の最小通水幅を変えず
流量のみを変えた2ケースの実験結果と計算結果との比
較を行う．各実験条件は表-1に示す． 
(2)  非 定常状態での開水路実験の概要 
実験方法は一定流量を上流から流し，計測開始後20秒
が経過した際に水路下流端に設置されている堰を5cm上
昇させることで波状段波を発生させ，遡上する段波の
水深を図-4に示すようにサーボ式波高計を開水路下流端
から0.3m，1.5m，2.5m，3.5mの地点に計4台設置し，計測
を行った．波高計のサンプリング間隔は0.01秒とした．
勾配を一定にし，上流から流入する流量を変化させた2
ケースの実験結果と数値計算の結果との比較を行う．
各実験条件は表-2に示す． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. 実験結果と数値計算の比較 
(1)   定常状態での実験結果と数値計算の比較 
 図-5及び図-6に定常状態での実験結果と数値計算の結
果を示す．図中の青色の線は数値計算の結果を示し，
赤色の線は実験結果を示している． 
 どちらのケースに関しても実験結果と数値計算の結
果は非常によく一致している． 
ケース1に関しては定在波の第6波目までは非常によく
一致している．第7波目以降から実験結果の波高が若干
高くなっているものの良好な結果を得ることができた． 
 ケース2に関しては定在波の第1波目の波高が数値計算
の結果の方が若干高くなっている．また，下流側に向
かうにつれて実験結果と数値計算の結果のどちらも波
は徐々に減衰しているが，下流側では実験結果の波高
表-1 定常実験の実験条件 
図-3 狭窄部を設けた開水路の模式図 
図-4 非定常実験時の開水路の模式図 
図-6 定常実験Case2の結果と数値計算の結果 
図-5 定常実験Case1の結果と数値計算の結果 
表-2 非定常実験の実験条件 
   
 
が高くなっている．これはケース1に比べて上流から流
入する流量が多く，実験時に下流に設置されている狭
窄部によって生じる遡上波が大きくなったためだと考
えられる． 
 実験の結果と数値計算の結果より式(4)の合理性を示
した． 
(2)  非 定常状態での実験結果と数値計算の比較 
 図-7及び図-8に非定常状態での実験結果と数値計算の
結果を示す．図中のオレンジ色の線は数値計算の結果
を示し，青色の線は実験結果を示している． 
 ケース1に関しては計測を行った各地点において実験
結果と数値計算の結果は概ね良好な一致を示している．
下流端から1.5m地点において数値計算の結果では徐々に
波高が減衰しているが実験結果では波の減衰はあまり
見られず，波高が高くなっている．これは段波を発生
させるきっかけとなる水路下流端に設置されている堰
との距離が短く，継続的に流入する上流からの流れに
よって絶えず下流端から遡上する流れが生じ，波が形
成されることによる影響だと考えられる．全ての地点
において実験結果と数値計算の結果を見ると波状段波
の第1~3波目まではよく一致しており，良好な結果を得
られた． 
 ケース2に関しては各地点において波状段波の第1，2
波目に関しては実験結果と数値計算の結果は概ね一致
している．しかし，第3波目以降の波高が実験結果では
高くなっており，ほとんど減衰していない．また，波
長に関しても数値計算に比べて実験結果では波長が長
い．また，下流端から3.5mの地点に到達する時刻は実験
結果の方が早くなっている．これらはケース1に比べ上
流から流入する流量が多くなっている分下流端に設置
されている堰の影響で遡上する流れが大きくなり，段
波の波高が高くなったことと下流から上流に向かう流
量が増加したことによるものだと考えられる． 
 どちらのケースに関しても実験結果と数値計算の結
果は概ね一致しており，式(7)の合理性を示した． 
5. 静水圧仮定の非定常流との比較 
 非静水圧を考慮することによって得た基礎式である
式(7)と静水圧仮定の下で取り扱われる非定常流の基礎
式である式(5)との比較を行った．図-9に計算結果を示す． 
図中のオレンジ色の線は式(7)の結果を示し，青色の破
線は式(5)の結果を示している． 
計算条件は初期条件として段波状の波形を与えた．
境界条件は上流端に一定流量を与え，下流端には水位
を与えた．また，上流端下流端共に水面勾配は無いも
のとし，流線の曲率も生じないものとした． 
 式(5)の結果を見ると，初期条件として与えた段波の 
波形を維持したまま移流するのみであり波状の水面は 
 一方で式(7)の結果を見ると，時間の経過に伴い徐  々
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
形成されていない． 
 
 
 
に波が発達していることがわかる．これは非静水圧の 
効果を考慮することにより，式中に現われる分散項に
よって表現できる現象である． 
 式(5)及び式(7)の結果を比べてみると段波は同じ速度
で伝播しているが，式(7)の結果は時間の経過に伴い
徐々に切り立った波状の水面形を形成しており最大で
約80cmの水深の差が生じている．このような波状の水
面形は静水圧仮定の下では表現できず，波状跳水や波
状段波の水面形を表現するためには非静水圧の効果を
考慮する必要があるとわかる． 
図-7 非定常実験Case1の結果と数値計算の結果 
(実験結果と数値計算の結果は良好な一致を示している．数値計算の結果は時間の
経過とともに徐々に減衰するが，実験結果は波高が高いままである．) 
図-9 式(5)と式(7)の計算結果の比較 
(静水圧仮定の式(5)では波状の水面は形成されず，非静水圧を考慮した式(7)では分
散項によって波状の水面形が生じる．) 
図-8 非定常実験Case2の結果と数値計算の結果 
(第 1，2波目の波高は数値計算の結果の方が若干高いが，時間の経過とともに減衰
する．実験結果は波高の減衰をほとんど伴っていない．波長に関しては概ね一致
している．) 
   
 
6. 数値実験 
各パラメータの水面形への影響を調べるため，式(7)
におけるマニングの粗度係数，河床勾配，拡散係数を
変化させ，比較を行った． 
(1)   マニングの粗度係数が水面形に与える影響 
 図-10に粗度係数を変化させた場合の数値計算の結果
を示す．時間の経過とともに徐々に波の伝播する速度
に差が生じており，粗度が大きい場合ほど伝播する速
度は遅くなる．また，波高に関しては粗度が大きい場
合水深は低くなり，粗度が小さい場合は水深が高くな
っている．これらは粗度によって生じる摩擦損失の影
響によるものだと考えられる． 
(2)  河床勾配が水面形に与える影響 
 図-11に河床勾配を変化させた場合の数値計算の結果
を示す．遡上する段波を想定しているため勾配は逆勾
配とした．勾配が大きくなるほど波の伝播速度は遅く
なっている．波高に関しては与えた各勾配においてほ
とんど差は生じておらず，粗度係数に比べて勾配の水
面形への影響は小さいと考えられる． 
(3)  拡散係数が水面形に与える影響 
図-12に拡散係数を変化させた場合の数値計算の結果
を示す．拡散係数は0.05を最小のものとして与え，2倍，
3倍，4倍と拡散係数の値を設定した．拡散係数が小さい
場合，生じる波の波高は大きくなり拡散係数が大きい
場合に比べて約40cmの波高の差が生じた．波長に関し
ては拡散係数の大小はほとんど影響しておらず，拡散
係数が水面形に与える影響は波高のみであることがわ
かる． 
7. まとめと結論 
 銭・山田の非静水圧を考慮した三階微分の基礎式を
川幅の非一様性を考慮することで一般断面に適用でき
る式に変換し，開水路実験により合理性の検証を行っ
た．数値計算の結果と実験結果はよく一致しており，
本研究で導いた式の合理性を示した． 
 また，銭・山田の理論の拡張として静水圧仮定の下
で用いられる非定常流の式に非静水圧を考慮した圧力
項を加えることにより，非静水圧を考慮した非定常流
の基礎式を導き，開水路実験による合理性の検証を行
った．数値計算の結果と実験の結果は概ね良好に一致
しており，本研究で導いた式の合理性を示した． 
 また，数値実験によって粗度係数，河床勾配，拡散
係数が水面形に与える影響を調べた．河床勾配に関し
ては波の伝播速度に影響を与えるものの水面形への影
響は見られなかった．粗度係数に関しては波の伝播速
度と水深に影響を与え，粗度が大きくなると伝播速度
は遅くなり，水深は低くなる．拡散係数に関しては波
の波高のみに影響し，波長と伝播速度には影響がなく，
拡散係数が大きいと生じる波高が高くなる． 
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図-10 マニングの粗度係数が水面形に与える影響 
(粗度係数が高い場合水深は低くなり，伝播速度は遅くなる．) 
図-12 拡散係数が水面形に与える影響 
(拡散係数は波高に影響を与えるが，波長波速に関しては影響していない．) 
図-11 河床勾配が水面形に与える影響 
(勾配が大きくなると波の伝播速度は遅くなる．勾配による波高への
影響は小さい．) 
